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Re´sume´ :
Nous utilisons un mode`le asymptotique de´veloppe´ a` faible nombre de Reynolds afin d’e´tudier la dy-
namique force´e d’un cylindre circulaire soumis a` des vibrations induites par vortex. Nous analysons
l’orbite des cycles limites qui s’e´tablissent a` temps long, et montrons qu’il est possible d’optimiser la
quantite´ d’e´nergie qui peut eˆtre extraite du syste`me en appliquant une vitesse de souﬄage/aspiration
a` la paroi du cylindre, dont l’amplitude est proportionnelle au de´placement de la structure.
Abstract :
We use an asymptotic model developed at low Reynolds numbers in order to investigate the forced
dynamics of a circular cylinder experiencing vortex-induced vibrations. We analyze the orbit of the
limit cycles prevailing at large times, and show that the magnitude of energy that can be harnessed
from the flow can be optimized by applying a blowing and suction velocity at the cylinder wall, whose
amplitude is proportional to the cylinder displacement.
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1 Introduction
Le sillage d’un cylindre circulaire est instable vis a` vis de petites perturbations de`s que le nombre de
Reynolds exce`de la valeur critique Re∗ ∼ 47. Cette instabilite´, qui est a` l’origine de l’apparition du
phe´nome`ne de laˆcher tourbillonnaire, provoque la bifurcation vers un e´tat pe´riodique (bifurcation de
Hopf) ou` le cylindre est soumis a` des efforts instationnaires, ceux-ci pouvant induire en retour une
vibration induite par vortex (VIV) de la structure. [1]
Nous e´tudions ici les VIV au voisinage du nombre de Reynolds critiqueRe∗ en combinant de´veloppements
asymptotiques et me´thodes de re´ceptivite´. L’avantage de cette approche est double. D’une part, la
dynamique du sillage n’est pas de´crite par l’interme´diaire d’un mode`le empirique, mais provient d’une
e´tude asymptotique exacte des e´quations de Navier–Stokes. D’autre part, nous de´finissons une balance
dominante permettant de conside´rer que le cylindre reste fixe a` l’ordre dominant.
Nous appliquons ce mode`le au proble`me de la production d’e´nergie suivant l’approche propose´e par
Bernitsas et al. [2]. Celle-ci repose sur l’ide´e qu’un syste`me de re´cupe´ration d’e´nergie induit un terme
d’amortissement structural dans l’e´quation gouvernant le de´placement du cylindre. En retour, le
syste`me dissipe une quantite´ d’e´nergie qui peut eˆtre extraite par un dispositif approprie´, par exemple,
de l’e´lectricite´ est produite si le cylindre de´place pe´riodiquement un aimant dans une bobine. Notre
but est ici de montrer qu’il est possible d’utiliser des strate´gies de controˆle pertinentes afin de favoriser
l’apparition de VIV dans le syste`me, et d’optimiser la quantite´ d’e´nergie dissipe´e par amortissement
structural.
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2 Formalisme the´orique
Nous pre´sentons tout d’abord le mode`le non-line´aire de´veloppe´ pour l’e´tude des VIV au voisinage
du Reynolds critique. Nous passons en revue ici les principales caracte´ristiques du mode`le, les de´tails
techniques e´tant documente´s par Meliga & Chomaz [3].
Nous conside´rons un cylindre monte´ sur ressorts dans la direction verticale (figure 1) et soumis a`
un e´coulement incident. La dynamique de l’e´coulement est gouverne´e par les e´quations de Navier–
Stokes incompressibles, alors que celle du cylindre, que l’on suppose eˆtre une simple translation sans
rotation, est gouverne´e par une e´quation d’oscillateur harmonique amorti. Le proble`me fait donc
intervenir 4 parame`tres, le nombre de Reynolds (base´ sur le diame`tre du cylindre et la vitesse de
l’e´coulement incident), la fre´quence naturelle du cylindre ωs, le coefficient d’amortissement structural
γ, et le nombre de masse m, c’est a` dire le ratio des densite´s du cylindre et du fluide.
Figure 1 – Configuration de cylindre monte´ sur ressorts.
Notre mode`le non-line´aire provient d’un de´veloppement asymptotique effectue´ au voisinage du seuil de
l’instabilite´. Nous introduisons un petit parame`tre  representant l’ordre de grandeur des perturbations
dans le fluide, et faisons l’hypothe`se qu’un de´placement du cylindre a` l’ordre 3 applique´ a` la re´sonance
est suffisant pour forcer le de´veloppement et la saturation de perturbations d’ordre  sur un temps
caracte´ristique d’ordre 1/2. Nous supposons e´galement que l’amortissement et le detuning entre la
fre´quence naturelle du cylindre et la fre´quence du laˆcher tourbillonnaire sont d’ordre 2, et que le
nombre de masse est d’ordre 1/4. Cette balance, quoique non-triviale, permet de ramener tous les
effets au meˆme ordre en , et garantit que le mode`le ainsi obtenu est le plus ge´ne´ral possible.
Nous utilisons une me´thode multi-e´chelle dans laquelle deux proble`mes (un pour le fluide, et un pour
le de´placement du centre de masse du cylindre) sont re´solus simultane´ment a` chaque ordre en . On
peut alors montrer que l’amplitude des perturbations dans le fluide, note´e A et celle du de´placement,
note´e Y, sont gouverne´es par un syste`me d’e´quations non-line´aires (ou e´quations d’amplitude) de la
forme :
dA
dt
= λ
(
1
Re∗
− 1
Re
)
A− µA|A|2 + αY , (1a)
dY
dt
= [−ω∗γ + i(ωs − ω∗)]Y +
β
ω∗m
A . (1b)
Les coefficients λ et µ dans (1a) sont calcule´s en suivant la me´thode adjointe documente´e dans Sipp &
Lebedev [4], de meˆme que le coefficient α de´crivant l’effet du de´placement de la structure (assimilable
ici a` celui d’une vitesse de souﬄage et aspiration applique´e a` la paroi d’un cylindre fixe). Le coefficient
β dans (1b) est lui assimilable a` un coefficient de traine´e. Tous calculs faits, nous obtenons par une
normalisation approprie´e :
λ = 9.153 + 3.239i , µ = 308.9− 1025i , α = 0.03492 + 0.01472i , β = 1 . (2)
Nous montrons dans Meliga & Chomaz [3] que ce mode`le asymptotique est capable de reproduire en
grande partie la phe´nome´nologie des VIV. Nous y caracte´risons les cycles limites non line´aires, c’est a`
dire les orbites pe´riodiques atteintes par le syste`me a` temps asymptotiquement long, sur lesquelles les
mouvements du fluide et de la structure sont synchronise´s. Enfin, nous y de´montrons que l’amplitude du
de´placement peut eˆtre exprime´e sous la forme d’une fonction implicite des 4 parame`tres du proble`me.
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3 Application a` l’extraction d’e´nergie
L’existence de cycles limites reveˆt un inte´reˆt pratique pour qui souhaite extraire de l’e´nergie d’un tel
syste`me. D’une part, toutes les quantite´s sont pe´riodiques sur le cycle limite. La variation d’e´nergie
me´canique sur une pe´riode est donc nulle, et le travail rec¸u de la force de traine´e instationnaire est
donc entie`rement dissipe´ par amortissement structural. D’autre part, il est possible de de´montrer que
dans notre formalisme asymptotique, l’e´nergie dissipe´e en moyenne sur une pe´riode est une fonction
quadratique du de´placement
E = 2ωsγ
1
T
∫ T
0
(
dys
dt
)2
dt = 4ωsω
2
∗γ|Y|2 . (3)
Le proble`me est rendu complexe par l’existence d’un comportement hyste´re´tique, conse´quence de
l’existence simultane´e de plusieurs cycles limites. Ce point est illustre´ sur la figure 2 ou` nous pre´sentons
l’amplitude du de´placement en fonction de la fre´quence naturelle du cylindre, pour Re = 50 et γ = 0.01.
Nous conside´rons deux nombres de masses, m = 10000 (courbe grise correspondant approximativement
au cas de l’acier dans l’air), pour lequel il existe un unique cycle limite, et m = 200 (courbe noire),
pour lequel il existe jusqu’a` trois cycles limites. Ces re´sultats sont en fait ge´ne´riques : quelque soit
l’ensemble des parame`tres conside´re´, il existe toujours soit un, soit trois cycles limites, ce qui signifie
que le cycle haut, c’est a` dire le cycle limite sur lequel l’amplitude de de´placement est maximale, est
le seul cycle d’inte´reˆt pratique.
Figure 2 – Amplitude du de´placement |Y| calcule´ sur le cycle limite en fonction de la fre´quence
naturelle du cylindre, pour m = 10000 (courbe grise) et m = 200 (courbe noire). Pour chaque courbe,
l’amplitude maximale a e´te´ normalise´e a` la valeur unite´ - Re = 50, γ = 0.01.
Supposons a` pre´sent que le nombre de Reynolds et le nombre de masse sont fixe´s. L’intuition sugge`re
l’existence de parame`tres structurels (fre´quence naturelle, coefficient d’amortissement) permettant
de maximiser la quantite´ d’e´nergie dissipe´e. En effet, le syste`me doit eˆtre a` l’accrochage pour que
l’amplitude du de´placement (et donc l’e´nergie dissipe´e) soit significative, ce qui re´duit la plage de
fre´quences possibles d’apre`s les re´sultats produits ci-dessus. Par ailleurs, l’e´nergie dissipe´e tend vers
ze´ro dans les limites γ  1 (le travail rec¸u de la force de traine´e est quasi-nul en raison de la faible
amplitude du de´placement) et γ  1 (le de´placement atteint une valeur inde´pendante du coefficient
d’amortissement [5]).
A` titre d’illustration, la distribution d’e´nergie dissipe´e sur le cycle haut est pre´sente´e sur la figure 3
pour Re = 50 et m = 10, ce nombre de masse correspondant approximativement au cas de l’acier
dans l’eau. Cette carte est le re´sultat de ∼ 106 calculs re´alise´s dans le plan (ωs, γ). Il existe une
discontinuite´, repre´sente´e par la ligne rouge, correspondant aux parame`tres pour lesquels le syste`me
transitionne d’un e´tat hyste´re´tique a` un e´tat non-hyste´re´tique (l’hyste´resis e´tant indique´e par les
lignes obliques). D’autre part, les re´sultats confirment l’existence d’un maximum global (indique´ par
le triangle inverse´) pour ωs • = 1.08 et γ• = 0.023. Pour le nombre de Reynolds et le nombre de masse
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choisis, ces valeurs sont donc celles qui doivent eˆtre utilise´es afin d’optimiser la quantite´ d’e´nergie
extraite de l’e´coulement. Toutefois, il convient de noter que cet optimal se situe au bord de la ligne
de discontinuite´. Les conse´quences peuvent eˆtre de´sastreuses pour l’application, puisque de le´ge`res
impre´cisions dans le choix des parame`tres structurels sont susceptibles d’amener le syste`me en dehors
de la zone d’hyste´resis, et donc de re´duire conside´rablement la quantite´ d’e´nergie re´cupe´re´e.
Figure 3 – Energie dissipe´e par amortissement structural sur le cycle haut - isocontours dans le plan
(ωs, γ) pour Re = 50, m = 10.
4 Optimisation des cycles limites
Nous proposons ici d’utiliser des techniques classiques de controˆle des e´coulements afin d’accroˆıtre
la quantite´ d’e´nergie re´cupe´rable et d’ame´liorer la robustesse du point d’ope´ration. Nous supposons
qu’un actuateur situe´ a` la paroi du cylindre impose une vitesse de souﬄage/aspiration localise´e. Il
existe donc trois degre´s de liberte´, la position de l’actuateur θc, l’amplitude de la vitesse de controˆle,
et son incidence ϑ par rapport au vecteur tangent a` la paroi.
Le mode`le asymptotique doit eˆtre modifie´ afin de prendre en compte l’effet de ce controˆle. Nous faisons
donc l’hypothe`se supple´mentaire qu’une vitesse d’ordre 3 applique´e a` la re´sonance est suffisante pour
forcer le de´veloppement de perturbations a` l’ordre . Ceci conduit a` une e´quation modifie´e pour
l’amplitude “fluide” :
dA
dt
= λ
(
1
Re∗
− 1
Re
)
A− µA|A|2 + αY + η , (4)
alors que l’e´quation de la structure (1b) demeure inchange´e [3]. Le coefficient η peut s’e´crire sous la
forme
η = χUc , , (5)
ou` Uc est l’amplitude de la vitesse de controˆle, et χ est le coefficient de re´ceptivite´ de´fini par
2χ = pˆ†1∗ sinϑ+
1
Re∗
sinϑ
(
∇uˆ†1∗ · n
)
· n + 1
Re∗
cosϑ
(
∇uˆ†1∗ · n
)
· t . (6)
Dans (6), pˆ†1∗ et uˆ
†
1∗ sont les composantes de pression et de vitesse du mode global adjoint, calcule´ au
seuil de l’instabilite´ dans le cas d’un cylindre fixe [4], n (resp. t) est le vecteur normal a` la paroi (resp.
le vecteur tangent), et toutes les quantite´s adjointes sont estime´es a` la position de l’actuateur.
Dans la suite, nous imposons θc = 1.54 (∼ 88◦) et ϑ = 1.85 (∼ 106◦) afin de maximiser la valeur
absolue du coefficient de re´ceptivite´ : l’actuateur est donc situe´ pre`s du point de de´collement, et la
vitesse de controˆle est quasiment une vitesse normale. Pour de´terminer l’amplitude du controˆle, nous
utilisons le cadre du controˆle proportionnel : supposons que l’e´tat du syste`me est connu graˆce a` une
mesure du de´placement du cylindre. En retour, l’actuateur applique le controˆle avec un gain k et un
de´phasage ϕ, de sorte que
Uc = k eiϕY = κY , avec κ = k eiϕ , (7)
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et
η = χκY . (8)
L’e´quation (9) peut donc eˆtre re´e´crite sous la forme
dA
dt
= λ
(
1
Re∗
− 1
Re
)
A− µA|A|2 + (α+ χκ)Y . (9)
et tous les re´sultats obtenus dans le cas non controˆle´ peuvent eˆtre transpose´s en appliquant la trans-
formation
α −→ α+ χκ , (10)
y compris les expressions analytiques du de´placement et de l’e´nergie dissipe´e.
A` ce stade, l’analyse consiste a` de´terminer la valeur du coefficient de feedback κ permettant de
maximiser le gain
G(κ) = E(κ)− C(κ) , (11)
ou` C repre´sente la quantite´ d’e´nergie cine´tique de´pense´e sur une pe´riode par l’actuateur :
C = |κ|2|Y|2 . (12)
Pour cela, nous utilisons le cadre de l’optimisation sous contrainte. La fonctionnelle de couˆt est sim-
plement de´finie par J = −G (le signe moins permet de s’assurer que le gain optimal correspond a` un
minimum de la fonctionnelle, de sorte que les methodes de minimisation tranditionnelles s’appliquent).
Le proble`me d’optimisation est re´solu par une me´thode de gradient conjugue´ : a` chaque ite´ration, la
fonctionnelle de couˆt est calcule´e dans la direction de descente. Si le syste`me est hystere´tique, les
trois fonctionnelles de couˆt sont calcule´es et seul le cycle limite conduisant au minimum du gain est
se´lectionne´.
Figure 4 – Isocontours du gain G dans le plan (ωs, γ) pour Re = 50, m = 10.
Les re´sultats de la proce´dure sont illustre´s sur la figure 4, ou` nous pre´sentons la distribution du gain
optimal G obtenue en re´solvant ∼ 2500 proble`mes d’optimisation dans le plan (ωs, γ). Ces re´sultats
mettent en e´vidence l’existence d’un maximum global G• pour ωs • = 1.10 et γ• = 0.023, le coefficient
de feedback e´tant alors tel que |κ•| = 0.0408 and arg κ• = −0.164. L’efficacite´ du controˆle, de´finie par
le ratio
ς =
G − E|κ=0
E|κ=0
, (13)
est de ς ∼ 3.5% a` l’optimum. Toutefois, le re´sultat le plus spectaculaire est que le maximum global
est localise´ dans une re´gion du plan ou` les variations du gain sont continues. Ceci est illustre´ plus en
de´tails sur la figure 5 ou` nous trac¸ons l’e´volution du gain le long de l’axe γ = γ• (la ligne noire avec
cercles correspond au cas controˆle´, alors que la ligne grise avec triangles inverse´s correspond au cas
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non controˆle´, pour lequel le gain est simplement e´gal a` l’e´nergie dissipe´e). Le controˆle rend le syste`me
bien plus robuste. Ainsi, si la fre´quence naturelle du cylindre exce`de sa valeur optimale de seulement
2%, la quantite´ d’e´nergie extraite de´croˆıt de 4% si le controˆle est applique´, mais de presque 100% dans
le cas inverse, l’efficacite´ atteignant alors ς ∼ 500%.
Figure 5 – Gain en fonction de la fre´quence naturelle du cylindre le long de l’axe γ = γ•. La
courbe noire avec cercles correspond au cas controˆle´, alors que la courbe grise avec triangles inverse´s
correspond au cas non controˆle´ - Re = 50, m = 10.
5 Conclusions
Nous avons utilise´ un mode`le asymptotique non line´aire afin d’e´tudier la dynamique force´e d’un cy-
lindre circulaire soumis a` des vibrations induites par vortex. Nous avons caracte´rise´ l’effet des pa-
rame`tres structurels sur la quantite´ d’e´nergie qui peut eˆtre extraite du syste`me par un dispositif
approprie´. Nous avons e´galement montre´ que dans la gamme de nombre de Reynolds conside´re´e,
l’application d’une vitesse de souﬄage/aspiration proportionnelle au de´placement du cylindre per-
met d’augmenter sensiblement le gain en e´nergie, et surtout d’ame´liorer la robustesse du syste`me
de manie`re spectaculaire. Notre de´marche actuelle consiste a` ge´ne´raliser cette approche au cas de
structures souples, qui requie`rent la prise en compte des variations de l’e´coulement dans la dimension
transverse.
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